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Solucionario del Examen de la Primera Fase - 4° de Secundaria
REALIZADO POR GRUPO MATE

1. Determine la cifra de las unidades de 3292°,
A1l B) 2 O3 D)9 E)7

B Solucién. Sabemos que 3* = 81 = 1 (méd 10), por lo que 3* = 1 (méd 10) para todo k entero
positivo. Como el exponente 2026 cumple que 2026 = 4 - 506 + 2, entonces

32026 — 3450642 = 1.32 (n4d 10)=9 (mdd 10).
Por lo tanto, la cifra de las unidades es 9. O

2. Determine cudntos niimeros enteros positivos abc de tres cifras cumplen que a? + b2 + ¢2 divide a 17.

A) 11 B) 10 Q9 D)8 E) 7

MW Solucidon. El nimero 17 es primo. Los Unicos divisores positivos de 17 son 1 y 17. Analicemos para
que valores de a, b y ¢ se cumple que a? + b2 +c? es 1 0 17.

= Sies 1, entonces la dnica posibilidad es a =1, b =0, ¢ = 0, es decir, abc = 100.
» Sies 17, buscamos ternas de digitos con suma de cuadrados 17. Las Uinicas posibilidades son:

* 424+12402=16+1+0=17, de donde a, b y ¢ son en algin orden 4, 1 y 0, con a # 0. Luego,
hay 4 nimeros abc que cumplen: 410, 401, 140 y 104.

e 32422422=9+4+4=17,dedondea, by c son en algtin orden 3, 2 y 2. Luego, hay 3 ntimeros
abc que cumplen: 322, 232 y 223.

Finalmente, hay 1+ 4 + 3 = 8 niimeros que cumplen lo pedido. |

3. En una fila hay 10 casilleros consecutivos y se desea colocar 4 fichas idénticas, con a lo mas una por cada
casillero, de modo que no haya dos fichas en casilleros consecutivos. ¢ Cuantas distribuciones diferentes son
posibles?

A) 25 B) 30 C) 35 D) 40 E) 45

M Solucion.  Sea x; la cantidad de espacios antes de la primera ficha, x, la cantidad de espacios entre
la primera y segunda, x5 entre la segunda y la tercera, x4 entre la tercera y la cuarta, y x5 después de la
cuarta. Tenemos que x; = 0, x5 = 0y X5, X3,x4 = 1. Ademads, se cumple que

X1 +Xy+ X3+ Xx4+x5=10—4=06.
Convenientemente, hacemos el cambio y; = x; +1, y5 = x5 + 1, con y; > 0, obteniendo que
y1+X2+X3+X4+y5:6+2:8. (1)

Finalmente, el problema se reduce a hallar la cantidad de soluciones en niimeros enteros positivos de la
ecuacion (1). Para visualizar esto mediante objetos, imaginamos 8 puntos en una fila:

Estos 8 puntos dejan entre si 7 espacios disponibles. Para dividir estos 8 objetos en 5 grupos ordenados
(donde cada grupo representa el valor de una variable y debe tener al menos un objeto), basta con elegir
4 espacios de los 7 posibles para colocar “separadores”. De esta manera, la cantidad de soluciones en los
enteros positivos de (1) es igual a la cantidad de formas de elegir 4 espacios de los 7 disponibles, lo que es
igual a (gj) = (Z) = 35.

En conclusion, hay 35 distribuciones diferentes. O
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4. En una campaiia escolar se recaudaron S/ 313 mediante la venta de lapiceros de S/ 4 y cuadernos de S/ 15.
Si con dicha recaudacién el nimero total de articulos vendidos fue el maximo posible, écudntos lapiceros
se vendieron?

A) 62 B) 67 71 D) 74 E) 78

M Solucidon. Sean x lapiceros y ¥ cuadernos. La recaudacion es 4x + 15y = 313 y queremos maximizar
X + y con X,y enteros no negativos.

Como 4x = 313 — 15y es mdltiplo de 4, entonces 313 — 15y = 0 (mdd 4). Puesto que 313 =1 (méd 4) y
15 =—1 (méd 4), tenemos que

1-(—1)y=0 (m6d4) = 1+y (mé6d4)=0 = y=3 (mdd4).
Luego, los valores posibles de y son 3,7,11,.... Debido a que

313—15y 313—11y
4 4

b

xX+y

concluimos que el mayor x + y se obtiene con el menor y posible. El menor y > 0 con y = 3 (mdd 4) es

y =3, entonces x = % = 67 y se cumple que x + y = 70. Por lo tanto, se vendieron 67 lapiceros. O

5. Si MCD(abc, bac) = 42, determine a + b + c.

A)9 B) 12 C) 15 D) 21 E) 24

W Solucién. Como el MCD de abc y bac es 42 =2-3-7, tenemos que ambos nimeros son multiplos de
2,3y7.

= Muiltiplo de 2: la dltima cifra ¢ debe ser par.

= Muiltiplo de 3: la suma a + b + ¢ debe ser multiplo de 3.

= Muiltiplo de 7: ambos ntiimeros divisibles entre 7.

Ademés, la diferencia abc — bac = 90(a — b) debe ser mtltiplo de 42, luego
42190(a—b) = 7]|15(a—b) = 7|(a—b).
Luego, a — b solo puede ser —7, 0, 7. Si a — b = 0, entonces a = b, por lo que
42 = MCD(abc, bac) = MCD(abc,abc) = abc,

lo que claramente es absurdo.

Sia—b=7o0a—b=-7, tenemos que los tunicos pares (a, b) posibles, pues deben ser digitos distintos de
0, son (8,1),(9,2),(1,8),(2,9). Evaluemos estas posibilidades:

s Para (9,2) v (2,9), los niimeros son en algtin orden: 92¢ y 29¢c. Como la suma 9 +2+c¢ = 11 +¢
debe ser multiplo de 3, entonces ¢ = 1 (mdd 3). Puesto que ¢ es par, la tinica posibilidad es ¢ = 4.
Ademas, se verifica que 924 =42 22,294 = 427, por lo que MCD(924,294)=42. En consecuencia,
a=9,b=2,c=40a=2,b=9,c =4, en ambos casos la suma es 15.

w Para (8,1) y (1,8), los ndmeros son en algin orden: 81c y 18¢c. Como la suma 8 + 1 + ¢ = 9 + ¢ debe
ser multiplo de 3, entonces ¢ es multiplo de 3. Puesto que c es par, la tnica posibilidad es ¢ = 6. Sin
embargo ni 816 ni 186 son multiplo de 7.

Finalmente, a + b + c solo puede ser 15. O



Ao
750 UNI Primera Fase - 4° de Secundaria

6. Determine el producto de todas las soluciones reales de la ecuacion:

Vx+2+V/1—x=+3.

A1l B) -1 Qo0 D) 2 E) —2

M Solucion. Por las raices cuadradas, se cumple que x+2 >0y 1—x > 0, es decir, —2 < x < 1. Al elevar
al cuadrado la ecuacién del problema, tenemos que:

(Vx+2+V1-x)*=3
(x+2)+(1—x)+2y/(x+2)(1—x)=3
3+2¢y/(x+2)(1—x)=3
24/ (x+2)(1—x)=0
(x+2)(1—x)=0.
Por lo tanto, x = —2 o x = 1. Ambas pertenecen al dominio y es facil verificar que satisfacen la ecuacion.
En conclusién, el producto de las soluciones es (—2) x 1 = —2. O
7. El polinomio p(x) = x°+ax*+ bx>+cx?+dx +1 es divisible por x?>—x + 1. Ademas, se sabe que p(1) =5
y p(—1) = 3. Determine el valor de p(2).
A) 50 B) 60 C) 64 D) 57 E) 56

W Solucién. Como x?—x+1 es divisor de p(x), existe un polinomio g(x) tal que p(x) = (x?—x+1)q(x).

De los datos, para x = 1, tenemos que p(1) = (12— 1+ 1)q(1) = q(1) = 5, y para x = —1, tenemos que
p(=1) = ((-=1)*>—=(=1)+ 1)q(—=1) = 3q(—1) = 3, por lo que q(—1) = 1. Ademas, el término independiente
de p es 1, es decir, p(0) = 1, lo que implica que p(0) = (02 —0+1)q(0) = q(0) = 1. Como p(x) y x®>—x +1
son mdnicos, concluimos que g(x) es un polinomio ménico de grado 3 con término independiente 1. Ahora,
sea q(x) = x3 4+ mx? + nx + 1. Luego,

q(1)=1+m+n+1=5 = m+n=3;
q(-1)=—-14+m—-n+1=1 = m—-n=1.
En consecuencia, m =2y n = 1, de modo que q(x) = x>+ 2x2 + x + 1. Finalmente,
p(2)=(22—2+1)q(2)=(4—2+1)(8+8+2+1)=3x19=57.
O
8. Determine el menor nimero real c tal que la siguiente desigualdad se cumple para todos los ntimeros reales

positivos x, y:
x>+ y?>3x+4y—c.

A) 5 B) 6 Q7 D) 4 E) 8

B Solucién. Tenemos que

x>+ y?>3x+4y—c
x3—3x+2+y*—4y+4>6—c
(x—12(x+2)+(y—22>6—c
Como esta desigualdad debe ser cierta para todo x y y reales positivos, en particular parax =1y y = 2 se
debe cumplir, lo que implica que 0 > 6—c, es decir, ¢ > 6. Ademas, se verifica facilmente que la desigualdad

(x —1)%(x +2)+(y — 2)? > 0 = 6 — 6 se cumple para todo x y y reales. En consecuencia, el menor ¢ que
satisface lo pedido es 6. m|
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9.

10.

Sea f : R — R una funcion tal que:
2f( x2+1+x)+f(\/x2+1—x)=3x+9, Vx eR.

Determine el valor de f(3).

A1l B)3 Q5 D)7 E)9

M Solucion. Como la ecuacion funcional se cumple para todo x real, entonces se cumple para x =k y
para x = —k, donde k puede tomar cualquier valor real. Por lo tanto, con x = k tenemos que

2f(Vie+1+k)+f(Vk2+1-k)=3k+9 1)

y con x = —k tenemos que

2f (v (=02 +1—k) + f (VK2 +1— (k) =3(~k) +9
2f(ViZ+1—k)+ f(VR2+1+k) =3k +9. 2)

Multiplicando (1) por 2 y restando (2), obtenemos que

3f(Vk2+1+k)=9k+9
F(VR2+1+k)=3k+3, (3)

que se cumple para cualquier k real. Como nos piden f(3), bastara reemplazar k = % en (3), ya que

4\? 4 |16 4 |25 4 5 4 9
ViZ+1+k=\|[=] +lFt==\|—F1+==\—F-=-+-==-=3.
\(3) 3 9 3 9. 1343 3 3

Finalmente, al reemplazar k = % en (3) tenemos que

f(S):3(§)+3=4+3=7.

O

Calcule:

(7% + 64)(15% + 64)(23% + 64) - - - (79* + 64)

(3% +64)(114+ 64)(194+ 64) - - - (754 + 64)
A) 1200 B) 1313 C) 1397 D) 1296 E) 1415
MW Solucién. Usamos la factorizacion:

n*+64=(n*—4n+8)(n*+4n+8)=((n—2)*+4)((n+2)*+4).

Para cada término del numerador con n = 7,15,23,...,79 y del denominador con n = 3,11,19,...,75

(ambos progresiones aritméticas de diferencia 8), escribimos:
(7 +8Kk)* + 64 = ((5+8k)*+4)((9+8k)* +4),

(3+8k)*+64=((1+8k)*+4)((5+8k)*+4),
conk=0,1,...,9.
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11.

12.

Sustituyendo en la fraccién:

(5 +4)(97+4) ((13*+4)((17)°+4) (@D*+4)(257+4) (77> +4)((81)*+4)
((12+4)((5)2+4) ((92+4)((13)2+4) (A72+4)((21)2+4) ((73)2+4)((77)2 +4)

notamos que en el numerador estan todos los nimeros de la forma ((1 +4i)? + 4) coni=1,2,...,20yen
el denominador tienen la misma forma ((1 +4j)>+ 4) pero con j =0,2,...,19. En consecuencia, todos los
términos se cancelan excepto 812+ 4 en el numerador y 12 + 4 en el denominador. Por lo tanto, la fraccién
queda reducida a:

812+4 6561+4 6565

= =1313.
12+ 4 5

O

En la siguiente figura, el triangulo ABC es un tridngulo rectangulo isésceles y ZADC = 45°. Si el area del
tridngulo ABD es 10, determine la longitud de AD.

A
D
B C
A) 83 B) 12 C) 7V/8 D) 2/10 E) 14

M Solucidon. Sea E la proyeccion de A sobre CD. Como ZABC = ZAEC = 90°, entonces el cuadrilatero
ABEC es ciclico. Luego, ZBEC = 180° — ZBAC = 135°. Finalmente, como ZBED + ZEDA = 135° +45° =

180°, entonces BE es paralelo a AD, lo que implica que [ABD] =[AED] = A%Z, asi que AD = 2+/10.

A

O

Sobre una circunferencia se ubican los puntos A, B, C y D, en orden consecutivo, tales que AB =6, BC = 2
y ZABD = 40°. Sea Q un punto del plano tal que C es un punto del segmento BQ, CQ =2y ZBQD = 90°.
Si BD > AB, determine la medida del angulo ZCBD.

A) 30° B) 36° C) 40° D) 45° E) 50°
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M Solucion. Sea ZCBD = a y sea ZCDB = f3, en consecuencia, ZQCD = ZBAD = a + f3. Sea E el
punto en la prolongacién de BQ tal que QE = 2. Como DQ es mediatriz del tridngulo CDE, entonces
/DEC=/ECD=a+p8

A

AB BE ./
Como AB = 6 = BE, entonces — = ——. Luego, por la Ley de Senos en los triangulos ABD y BED:

BD BD’
sen(140° —(a+ f)) _ sen(180° —(2a + f)) 5 B .
sen(a+pB) sen(a + B) = sen(140°—(a + f)) = sen(180° — (2a + f)).

Tengarnos €n cuenta que:

140°—(a+ ) €(0,180°) y 180°—(2a+ B)<(0,180°).

Luego, solo pueden suceder dos hechos:
140°—(a+pB)=180°—(2a+B) o 140°—(a+p)+180°—(2a+ ) =180°.

Por lo tanto, se concluye que
a=40° o 3a+2p =140°

Puesto que BD > AB, entonces ZBAD > /BDA, lo que implica que
a+p>140°—(a+ ) = 2a+2p>140°

es decir, es imposible que 140° = 3a + 2f3. En conclusién, ZCBD = a = 40°.

Observacion: A pesar de que hemos llegado a una respuesta que esta en las alternativas, la figura de la
situacion planteada no existe, pues si dicha figura fuera factible, se cumpliria que BD = 4sec(40°) ~ 5,22 <
6 = AB. Por otro lado, si quitamos la condicién de que BD > AB, habria dos valores para a, uno de estos
valores seria 40° y el otro valor es la tinica solucién en el primer cuadrante de tan (20 + %) tan(a) = % que
seria aproximadamente 33,71°. O

3
13. Sea 8 e R tal que sen 6 +cos O = > Determine el valor de sen* 6 + cos* 6.

E)

3 1
A) 32 B) 16 Q) 2 D)

./ 3
B Solucion. Como senf +cosf = > elevando al cuadrado tenemos que:

9
9 71
1+25en9c059=Z = senfcosf = =
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14.

15.

En consecuencia,

5)? 25 25
sen* 0 +cos49:(sen29+c0329)2—23en29c0329=1—2(—) =1-2-—=1——= l
8 64 32 32

Observacion: A pesar de que hemos llegado a una respuesta que estd en las alternativas, la situacion

planteada no es posible, pues sen 8 + cos 6 € (—+/2, V2). m|
E tridngulo ABC se ti A 2 B 5 Halle 1 dida del angulo C
n un triangulo se tiene que cosA = — y cos B = ——. Halle la medida del dngulo C.
g q NG y 710 g
A) 105° B) 108° C) 120° D) 135° E) 150°
M Solucion. Como A, B € (0°,180°) y los senos son positivos:
4 1 9 1
senA=+v1—cos2A=\1—-=—, senB=4v1—cos2B=\|1——=—.
5 W5 10 V10
Usando estos datos y el hecho de que C = 180° — (A + B), concluimos que:
cosC =—cos(A+B) = —(cosAcosB — senAsenB)
2 3 1 1
cosC=———+——
5 10 5 10
cosC = Sonn Nl
V50 542
-1
cosC = —.
V2
Por lo tanto, C = 135°, pues es la tinica opcién vélida en el intervalo (0°,180°). O
En la siguiente figura AX = 4, XY =2, YC = 6, y ZABX = /XBY = ZYBC. Determine la medida del
angulo ZABC.
B
A 4 X 2 v 6 ¢
A) 120° B) 115° C) 135° D) 150° E) 108°
M Solucion.  Supongamos que BX = x y BY = y. Luego, como g’—§ = ;?X—Y = 2, entonces AB = 2y; como

B¢ = £¥ = 3, entonces BC = 3x. Ademds, como BX? = AB-BY —AX -XY yBY? =XB-BC—XY -YC,

entonces
x%>=2y*-38,
y?=3x2—-12.

Luego, x? = 2(3x2 —12)—8, de donde, x? = %, y?= ‘%6 yXy = %ﬁ.
En el tridngulo BXY, resulta que XY? = BX? + BY? — 2BX - BY cos ZXBY, entonces
32 36 (24

4d=—+—-2 —\/E)COSLXBY,
5 5 5

asi que cos ZXBY = @, lo que implica que ZXBY = 45°. Por lo tanto, ZABC = 34ZXBY = 135°. m|
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16. En la siguiente figura, ABCD es un cuadrado, y las dreas de los tridngulos EFT y AEG son 4 y 6, respecti-

17.

18.

vamente. Determine el drea del tridngulo THB.

D F C
E
T
.
G A H B
A) 72 B) 44/6 C) 8 D) 12 E) 10

W Solucién. Por Pit4goras en el tridngulo rectangulo FHB: HF?+HB? = FB? y en el tridngulo rectangulo
EAB: AE? + AB? = EB?, y como AB = HF, entonces HB? — AE? = FB%2 — EB?. Nuevamente, por Pitagoras
en el triangulo rectdngulo FEB: FE? + EB% = FB?, por lo tanto, HB?> —AE? = EF?, que equivale a HB? =
EF? +AE?.

Finalmente, como los tridngulos EAG, FET y BHT son semejantes, entonces [i’;f] = U;iz] = [113{1;72"], asi
que [Eiggjgi” = [?gz], por lo tanto, [BHT] = [EAG] +[FET]=6+4=10. m|
Encuentre el mayor nimero real x, con x < 27, tal que:
1+senx
..
1—senx
A B) 21 oo D) /2 E) 31/2
M Solucién. Como
1+senx 2 1
1<——— & 1£{———-1 & 1<————.
1—senx 1—senx 1—senx

Cuando x = 7, tenemos que sen 7T = 0 y se satisface la igualdad de la desigualdad. Si w < x < 27, tenemos

que —1 <senx < 0, por lo que 1 < 1—senx < 2, en consecuencia, % < ﬁ < 1, es decir, estos valores
no cumplen la desigualdad.
Finalmente, x = 7 es el mayor valor menor a 27t que satisface la desigualdad. O

En un tridngulo ABC, sea O su circuncentro. Las mediatrices de OAy OB intersecan a la mediatriz de OC en
los puntos E y F, respectivamente. Silas medidas de los angulos ZACB y ZEOF son x y 2, respectivamente,
entonces:

A) 2 =3x—60° B) z = 2x C)z=x+60° D) 2 =90° + x E) z+x=180°

MW Solucién. Hay dos casos por analizar: si ZACB # 90° y si ZACB = 90°.

= Si ZACB # 90°. Supongamos que G es la interseccion de las mediatrices de OA y OB. Es claro que las
distancias de O a EF, FG y GE son iguales a la mitad de OC, OB y OA respectivamente. Por lo tanto,

. ., 0A _ OB _ OC
O es el incentro del tridangulo EFG, pues 5~ = 5 = 5~

8
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C
E
F
0
B \/ A
G

Luego, como ZBOA = 2/ACB, entonces ZEGF = 180°— £ZBOA = 180° — 2/ACB, y como ZEOF =
90° + ZE# = 180° — ZACB, entonces z + x = 180°.

= Si ZACB =90°. Sean M, N y P los puntos medios de OA, OB y OC, respectivamente. Como OM =
ON = OP entonces ZMOE = ZEOP y ZPOF = FON, asi que ZEOF = 90°. Por lo tanto, x + 2z =
90° +90° = 180°

C

B
Es facil descartar las demas alternativas usando este caso.

Aclaracién: El segundo caso se pudo resolver de manera similar al primero, pues G tenderia al infinito
(hacia abajo) y se seguiria cumpliendo que O es el incentro del “tridngulo” EFG. O

19. En la siguiente figura se tienen dos semicircunferencias, de modo que ZXCD = 90°, AB = 6 y BD = 4.
Calcule la longitud de XD.

A B D

A) 83 B) 12 C) 7V/8 D) 2/10 E) 14

M Solucion. Sea DE el didmetro de la semicircunferencia mas grande. Luego, como ZEXD = ZDCX =
90°, entonces XD? = DC - DE. En la semicircunferencia mas pequefia, DC - DE = DB - DA, asi que XD? =
DB -DA=4-10, lo que implica que XD = 2+/10.




Arios
750 UNI Primera Fase - 4° de Secundaria

O

20. En la siguiente figura, ABCD es un trapecio con AD paralelo a BC, ZACD = 16°, ZABP = 32°, ZPBC =44°
y ZACB = 30°. Si los puntos A, P y C son colineales, determine la medida del &ngulo ADP.

A D

B C

A) 46° B) 44° C) 38° D) 60° E) 58°

M Solucién.  Es claro que ZAPB = ZCBP + /PCB = 74° y /BAP = 180° — ZABP — /APB = 74°,
asi que BA = BP. Sea F la proyeccion de B sobre AC, y sea E el punto de interseccién de FB con CD.
Luego, ZEBA = ZPTBA = 16° = ZECA, lo que implica que el cuadrilatero ABCE es ciclico. En consecuencia,
/CAE = ZCBE = 44° + 16° = 60°, de donde, ZEPA = ZEAP = 60°, por lo que el tridngulo AEP es
equilatero. Como Z/PAD = ZACB = 30°, entonces ZDAE = /PAE — /PAD = 30° = ZDAP. Finalmente,
debido a que AE = AP, entonces los tridngulos DAE y DAP son congruentes por el criterio lado - dngulo -
lado, asi que, ZADP = /ADE = ZBCD = 46°.




